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利用學習軌道理論進行 
國小柱體與錐體概念教學之行動研究 

陳嘉皇* 
國立臺中教育大學數學教育學系 

本研究針對台灣現行兩版本的國小數學教科書，分析探討當中柱體與錐體的相關

單元內容；利用學習軌道設計課程，編製教學活動進行教學實驗，檢視兩位不同學習

層次學生的學習情形及其解題表現，了解學生在學習歷程中的解題策略及可能的迷思

概念；透過教師課後的省思日誌進行教學檢討，以提升教學效能，幫助學生建立完整

具系統性的柱體與錐體概念，期望在解決這類題目時有更完備的思維，擁有正確解題

的能力。 

關鍵詞：學習軌道；柱體與錐體；教科書；課程 

緒 論 

不同個體有高低能力的差異，要協助他們在學業上有所成，身為教師，必須考量

學生的先備能力，並調整課程活動的設計和教學方式。假如學生過去的數學概念尚未

建立完全，對未來的學習將會造成影響，更甚者會因為學習挫折，導致喪失學習意願。

教師如何使用適切的教學方法提供學生良好的學習歷程，並透過審視初始概念所設定

的教學目標適時檢視學習狀況，皆會影響學生學習的成效。所以，從課程設計中的 

教學目標以至教師使用的教學策略，都不容小覷。 

台灣近幾次的 PISA 施測結果與歐美國家相較，雖然表現優異，但學生之間的數學

成就表現落差大，尤其在「空間與形狀」的表現上並不佳，這是教師教學時值得關注

的。小學階段「空間與形狀」的奠基很重要，柱體與錐體的學習是高年級中重要的一

環，皆出現於「幾何」的能力指標中。在這樣的能力指標設定下，學生必須由易而難，

先能辨別圖形，其次了解幾何形體的構成要素，再透過操作和觀察學習柱體展開圖和

透視圖，進而建構完整的柱體與錐體形體概念。幾何概念的建立，視圖轉換成立體 
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形體是較困難的；本研究將透過實體操作，連結學生視圖至立體形體的概念，於課程

中以討論教學法，釐清學生學習的迷思概念，使學生能將實體與課本平面圖結合， 

以期協助他們有效學習。 

幾何教學強調的是實物的操作和觀察，但在台灣的教學研究實務上，關於數學 

教學活動或課程設計，利用系統化的方式進行科學研究仍舊缺乏（陳嘉皇，2008）。

Simon（1995）提出假設性學習軌道（hypothetical learning trajectory）理論。應用於 

數學課程發展與設計，此理論推測學生可能的學習路徑，並由這樣的路徑組織教學 

歷程；教師透過教學和省思，發現學生學習概念與原軌道設計的相符程度，進而修正

其學習軌道，以利未來課程設計的安排。學習軌道會因學生的個別差異而不同，故此

教師應提升自我專業能力，使教學前能清楚了解教學歷程，透過課後省思及修正，以

提升學生的學習成效（陳嘉皇，2008，2017；陳嘉皇、詹晏瑜，2018）。 

上述研究均提及教師必須注意學生的個別差異，重新審視課程的設計和教學實施

的歷程，並透過系統化的方式評估學生的學習歷程，調整教學策略。本研究主要目的

在於利用「學習軌道」理論設計國小六年級柱體與錐體概念發展的教學活動，檢視 

學生課堂學習的情形及數學表現。透過設立教學目標、安排作業和課堂師生互動，觀

察學習柱體與錐體概念的思考和迷思概念，即時掌握學生學習狀況和數學概念發展，

進而調整及省思教學內容，期許在教學上能給予學生最好的幫助，以達到學習的最大

效能。本研究探討的問題如下： 

1. 透過學習軌道教學實驗，學生在柱體與錐體形體辨別的概念表現為何？ 

2. 學生在柱體與錐體特性及命名活動的概念表現為何？ 

3. 學生在柱體與錐體構成要素活動的表現為何？ 

4. 學生對柱體與錐體展開圖和透視圖活動的表現為何？ 

文獻探討 

學習軌道的定義與內涵 

學習軌道（learning trajectories）源於「真實數學教育」（realistic mathematics  

education）使用的一種預想性課程實驗設計，學生從學習的起點朝學習目標進展，是 

學習過程必須處理的路徑。教師按學生在數學概念學習的可能路徑及其先備知識來 

推測，並依此路徑於課前設計教學活動，以支持和組織學生的身心發展和學習概念，

稱之為「學習軌道」（Simon, 1995）。美國國家研究委員會（National Research Council）

針對學習的研究，以學生的發展和學習軌道形成基礎，思考連續性的數學議題，得出

教師的教學是支持學生從軌道中移動的重要歷程（Corcoran, Mosher, & Rogat, 2009）。
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學習軌道描述學習必須處理的路徑，以及配合課程設計的實施方式，提供師生、家長

評估學習進展、確認和報告學習成果的共同參照架構，從個別開始的起點朝學習目標

進展，推測學生在數學重要的理念或特殊的意義目標可能的學習路徑，以此路徑編排

教學活動，組織學生的概念知識，透過啟發式教學的步驟進行。 

Wilson, Sztajn, Edgington, & Myers（2015）認為教室的環境需以學生為中心，透過

學生的思考來引導教學的重點，教師才能確實掌握學生的知覺，理解學生從非正式到

正式發展的路徑，並依據這個歷程設計教學活動和組織教學，增加學生的成就表現，

提升教師的專業學習。教學前透過教師對專業科目的理解，連結對教學與學習假設的

思考，注意學生的先備知識，引導學生的概念學習，將會改變教師對學生的數學、 

信念及教學實務的相關知識。Simon & Tzur（2004）提出學習軌道可廣泛應用於數學 

研究和實際教學中，同時認為學習的歷程是一項重要的因素，提出學習軌道使用的 

原則： 

1. 學習軌道的產生是基於對學生現有知識的理解； 

2. 它是針對特定數學概念規劃學習的一種方法； 

3. 為促進特定數學概念的學習，訂定的教學任務和過程是關鍵的部分； 

4. 學習軌道具不確定性，教師須定期參與教學和修改軌道內容或活動順序。 

Gravemeijer（1999, 2004）認為學習軌道包含三個重點：首先，實驗前的準備須 

建立在學生現有的數學知識上；其次，思考如何在數學教學的活動中制定學生可理解

和參與的任務；最後，教師進行資料回溯分析，修訂學習軌道並定案。從激進建構 

學習的角度，研究者須先假定學習軌道的組成，構想和設計任務，以建構學習軌道的

歷程（如圖一）。 

 

圖一：執行學習軌道的歷程 

 

 

 

 

 

 

 

 
資料來源：參考 Gravemeijer（2004）。 
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Wilson, Sztajn, Edgington, & Confrey（2014）認為，教師的學習軌道知識同時受 

數學教學知識（mathematical knowledge for teaching）中的學科知識（subject matter  

knowledge）和教學內容知識（pedagogical content knowledge）影響，學習軌道須連結

學生的思考方式，重新詮釋學科知識和教學內容知識的關係；再者，教師可透過數學

教學知識裏的教學內容知識，解釋學生對所欲學習之數學知識的思考歷程。學習軌道

支持教師預測學生可能的思考及面對特定數學任務時的反應：教師須傾聽和詮釋學生

的思考模式，協助學生理解數學概念並釐清迷思；學生從不會到學會思考的歷程中，

亦會發現迷思概念。Wilson, Sztajn, Edgington, & Myers（2015）主張教師可從教學經驗

和省思教學的實務中，理解學生展現的數學知識及技能，在教學和檢驗學習軌道時，

因應教學內容及學生的學習表現而重新組織編排學習軌道，結合學生的邏輯發展和 

學科的教學順序，設計最適合的課程，使學生在豐富的內容情境下討論學習，達成 

任務目標以提升個體的學習表現。 

Clements & Sarama（2004）認為，學習軌道包含數學目標、學生學習和發展的 

進程，以及符合這些進展的活動；又認為教學目標和發展之間的關係為「跨越幾個重

要的數學性質，逐漸趨向聰慧、複雜、抽象和歸納出不同結構層次的歷程」（p. 83）。

設計作業並排列次序，是用來支持學生理解在發展進程中的某一概念層次或目標。

Clements & Sarama 區分特殊的心智結構和推理樣式，用以說明學生在每個進展層次 

上的思考，並發展出數字、計數、等價關係、加減法和空間推理等相關的學習軌道。

Confrey, Maloney, Nguyen, Wilson, & Mojica（2008）認為，學習軌道是研究者對連續的

表徵精煉、省思、釐清，進而臆測及作實證支持，建構起學生在面對教學時的順序 

網絡。學習軌道植基於相信個體的理解是以其經驗的某種排序和組織為學習基礎， 

透過教學者從較不聰慧的理解轉移至較聰慧的理解，塑造意義，建構出學習者的學習

歷程。因此，學習軌道包括調整標準建構課程的順序、形成性評量和教師的引導， 

同時尊重並運用學生的經驗為教學的來源，參考數學邏輯和數學概念的認知發展， 

以作設計軌道的依據。 

陳嘉皇（2008）利用學習軌道理論，分別應用在圖形與面積概念發展，以及國小

面積資訊教材學習軌道設計與教學，依照學生發展歷程設計學習軌道，研究結果具有

顯著差異，表示結合學生發展順序和教師教學經驗，利用學習軌道理論安排和選擇 

教室課程設計，非常適合學生的學習，在學習表現上亦有明顯成效。另外，陳嘉皇、 

吳碧智（2016）針對圓形複合圖形面積計算單元，以學習軌道理論設計教學課程內容，

編製相關學習單，以教學實驗方式進行研究，了解在學習軌道的課程設計中不同學業

表現的學生在圓形複合圖形的學習表現。結果發現，學習軌道理論可用於設計圓形 

複合圖形面積教材，針對不同程度的學生亦有不同表現；在教學實驗後省思，進一步

修正計算圓形複合圖形面積的學習軌道，提升教學成效，建立完善的概念學習。 
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柱體與錐體概念之教學研究 

學習軌道是對數學概念由淺到深的理解，對認知發展具有關聯性和可預測性。 

參考過去的研究報告，教學者過往的教學經驗和教科書的編製，都可預測學生可能的

學習狀況，為學生提供合理且符合概念性的學習路徑，穩固學生學習數學的概念。 

教師在教學前對數學概念應有完整了解，明白教學對象的能力，並能重新審視教科書

的教學流程，從而設計教學流程。在教學過程中，透過課程的問答、學習單的練習、 

實務操作等，時時檢視學生的學習狀況和教學流程是否合理，針對課後學生的訪問 

調查和教師的教學省思，調整課程教學順序和內容，修正學習軌道，以期符合學習 

目標，並提升學生的學習成效。因此，教師執行學習軌道前的教學準備，須對柱體與

錐體的教材內容和學生學習的概念發展有充分認識。 

朱建正（1998）認為一般人對立體幾何的知識不多，其中原因在於小學教科書中

有關立體幾何的教材不多，故針對國小立體圖形的教材課程進行分析，建議教學流程

應以生活經驗帶入模仿練習，進而提出反例，再帶出定義，利用純數學的觀點描述邊

與面的垂直、平行，將柱體與錐體的定義及概念整理得更加清楚和完善；認為高年級

學生學習立體幾何的認知狀態，可透過教學及評量作日後改進教材的基礎。沈佑霖

（2003）提及學生對立體圖形堆疊結構缺乏正確認知，二維平面圖形不一定能和物體

立體化結合，只能藉由猜測來解釋圖形的結構，在學習上易產生迷思概念；建議學生

在初期學習應多給予具體操作，藉由視覺、觸覺去感受物體存在的性質和形體樣貌，

以發展空間視覺化。由此可知，對學生而言，將立體物件轉換成二維圖像的過程中，

是學生容易產生迷思及混淆的部分，兩者之間的轉化是空間思考需培養的能力。 

Koester（2003）研究二維和三維幾何，發現國小高年級教材較常強調平面幾何 

圖形，立體形體所佔比例較少。Koester 給三至五年級學生利用紙和吸管，製作角柱與

角錐的模型，建立其三維立體形體概念；課程的設計能夠引發學生的學習興趣，課後

學生樂於分享彼此的模型，並使用上課時所使用的新詞彙和新概念。從學生製作形體

的過程，依據觀察和發現，進而對形體的描述和分類更加清楚；透過實際操作的學習

過程，使學生對所學概念留下深刻印象。 

透過「柱體與錐體」教材的分析，發現台灣現行的教科書中，柱體與錐體是以 

柱體表面積的前置概念來設計，在四、五年級已發展正方體和長方體的認識，六年級

則增加角柱與角錐種類，並加入了圓柱與圓錐，結合構成要素和展開圖的概念，銜接

柱體表面積的理解，顯現這單元在概念學習的重要性。在台灣，主要研究偏重於二維

展開圖到三維立體形體的轉換，並運用其性質進行表面積與體積的解題，其中缺少 

「柱體與錐體」概念教學的歷程和教材的評估。從上述文獻發現，在柱體與錐體概念

的學習，若能提供學生動手操作的機會，利用具體實物觀察，發現其特性與構成要素

間的關係，這樣的學習成效會優於紙本的講述式學習，亦能提升學生學習的興趣。 
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鑑此，本研究以討論式教學為主，拉近師生的關係，提供學生觀察實物的經驗，透過

動手操作，令學生能更有效建立數學概念，幫助提升數學能力。 

研究方法與步驟 

本研究架構如圖二所示，研究設計分成教學實驗前的準備階段、教學實驗階段和

實驗後的分析階段。為達成學生建立柱體與錐體概念的有效學習，針對研究對象、 

課程設計及實施、資料蒐集及處理，作進一步探討和說明。教學準備的前置作業首先

針對現行教科書，分析柱體與錐體單元的內容，了解教科書的安排，再評估教學順序，

同時將柱體與錐體的數學概念做整體串聯，以利達成教學目標。學生學習的路徑因 

學習背景、個人特質等各有不同，經與專家晤談和過去教學經驗，綜合不同路徑的 

優缺點，建構出一條最適合教學班級的學習路徑，並進行課程教學。 

圖二：本研究架構─學習軌道融入國小柱體與錐體概念教學 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

第一階段 

教學實驗前的準備 

1. 分析數學教材 
2. 學生先備知識 
3. 編製教學活動 

第二階段 

進行教學實驗 

1. 師生課堂互動 
2. 學習單的表現 

第三階段 

教學實驗後的分析 

1. 教師課後省思 
2. 課後學生訪談 

教
師
預
先
假
設
學
習
軌
道 

柱
體
與
錐
體
形
體
辨
別
（1

節
） 

柱
體
與
錐
體
特
性
及
命
名
活
動
（1

節
） 

柱
體
與
錐
體
構
成
要
素
（1

節
） 

柱
體
與
錐
體
展
開
圖
和
透
視
圖
（1

節
） 

教
學
修
正
後
學
習
軌
道 

柱體與錐體概念 



利用學習軌道理論進行國小柱體與錐體概念教學之行動研究 141 

教材內容分析 

九年一貫柱體與錐體之概念發展分年細目分析 

教育部（2008）頒布《國民中小學九年一貫課程綱要》的數學領域課程中，柱體 

與錐體概念發展屬幾何的範疇，對於學生數學形體概念的發展有着深厚的影響；在 

九年一貫課程中，柱體與錐體的概念是許多能力的前置概念，佔有重要地位。以下 

列出「幾何」主題中跟柱體與錐體概念發展相關的能力指標（見表一）。 

表一：2008 年九年一貫課程正式綱要中「幾何」主題跟柱體與錐體概念的相關分年細目 

年級 編號 分年細目 

五 5-s-03 能認識圓心角，並認識扇形。 

5-s-06 能認識球、直圓柱、直圓錐、直角柱與正角錐。 

六 6-s-01 能利用幾何形體的性質解決簡單的幾何問題。 

6-s-04 能認識面與面的平行與垂直，線與面的垂直，並描述正方體與長方體中面與

面、線與面的關係。 

資料來源：教育部（2008）。 

 

從表中可發現，國小階段柱體與錐體的相關能力在五、六年級是學習重點之一，

透過柱體與錐體的形體辨別，利用展開圖和透視圖了解柱體與錐體的底面及側面， 

結合過去的學習經驗，進而發展至柱體與錐體的解題應用。根據能力指標整理，發現

五、六年級才正式接觸到立體形體，以及以展開圖和透視圖為柱體與錐體計算的銜接

概念，而在國中教材中，則偏向直接呈現柱體形體，要求學生進行表面積解題。這是

國小課程與國中課程的差異。 

○○版及△△版教材分析 

表二整理台灣國小數學市佔率較高的兩個版本教材的柱體與錐體單元。 

表二：國小兩版本教材柱體與錐體相關單元及子單元 

冊別／ 

單元名稱 

○○版六上／ 

九、柱體與錐體 

△△版六上／ 

三、柱體與錐體 

子單元一 分分看 柱體與錐體的分類 

子單元二 角柱的構成要素 柱體與錐體的特性及命名 

子單元三 角柱的表面積 柱體與錐體的透視圖和展開圖 

子單元四 圓柱的構成要素 角柱與角錐的組成要素及關係 

子單元五 圓柱的表面積  

子單元六 角錐的構成要素  

子單元七 圓錐的構成要素  
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一、○○版柱體與錐體教材內容介紹 

○○版的柱體與錐體教學編纂於六上柱體與錐體的單元中，從柱體與錐體的形體

比較、分類為開端，導入柱體的構成要素及其展開圖，進入柱體表面積的計算，再到

圓柱構成要素及表面積計算，最後才教錐體的構成要素。表三是○○版柱體與錐體 

概念的教材分析及建議修改方向。 

表三：○○版柱體與錐體概念的教材分析 

○○版課本內容 可修改方向 

【分分看】 

直接將柱體與錐體分類。 

應配合教具，使學生發現柱體與錐體的差異，

進而自行分類，以便有更具體的形體概念。 

 

 

 

 

 

 

 

 

【角柱的構成要素】 

柱體與錐體構成要素的部分是分開的，從構成要素帶出

面的平行與垂直，再帶入角柱展開圖的概念。 

這部分可以只介紹構成要素，對角柱與角錐進

行比較，使學生在構成要素的概念較為完整，

亦能透過形體的觀察、比較，更清楚了解柱體

與錐體底面與側面的關係。 

 

 

 

 

 

 

 

【角柱的構成要素】 

課程安排透過操作觀察角柱展開圖。 

1. 只用一題例題及一題練習題就引導出角柱

側面面積為長方形概念，研究者認為這部

分是不足的。 

2. 提問方式應改變為以下： 

˙ 展開圖中，哪些是原來三角柱的底面？ 

˙ 展開圖中，哪些是原來三角柱的側面？ 

˙ ㄅ面和ㄆ面的周長，和三角柱的哪一部

分線段一樣長？ 

˙ 在角柱中，那些邊互相垂直？那些面互

相垂直？ 
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表三：○○版柱體與錐體概念的教材分析（續） 

○○版課本內容 可修改方向 

【圓柱的構成要素】 

課本上直接呈現圓柱的構成要素，並未讓學生探究，再

以提問方式讓學生了解圓柱的構成要素。 

1. 這部分可以用填空方式令學生依照過去經

驗，填入圓柱的構成要素。 

2. 提問方式應改變為以下： 

˙ 展開圖中，哪些是原來圓柱的底面？ 

˙ 展開圖中，哪些是原來圓柱的側面？ 

˙ 觀察圓柱的側面和上下底面，哪一部分

的線段一樣長？ 

 

 

 

 

【角錐的構成要素】 

在本教科書提問上，回答「是」的答對機率過高，易產

生尚未看完問題，就直接回答的情況。 

1. 提問方式應改變為以下： 

˙ 展開圖中，哪些是原來四角錐的底面？ 

˙ 展開圖中，哪些是原來四角錐的側面？ 

˙ ㄉ面的周長，和四角錐的哪一部分線段

一樣長？ 

˙ 角錐的側面和底面有互相垂直嗎？角

錐中的邊有互相垂直嗎？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【圓錐的構成要素】 

只單純說明圓錐的構成要素。 

在圓柱與圓錐的教學中，類似概念放在同一個

子節教學，與圓柱構成要素直接比較，在這樣

的情況下，較能夠有明顯的不同。 

 

 

 

 

 

 

 

 

註： 本表左欄中的圖文內容取自南一書局企業股份有限公司 2015 學年國小六年級數學教科書，蒙該公司 

授權轉載。 
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二、△△版柱體與錐體教材內容介紹 

△△版先針對柱體與錐體的構成要素及其相關概念編於第十一冊第三單元，先 

進行柱體與錐體的分類到特性及命名，再認識透視圖和展開圖，進而分析角柱與角錐

的組成要素及其關係。表四是△△版柱體與錐體概念的教材分析及建議修改方向。 

表四：△△版柱體與錐體概念的教材分析 

△△版課本內容 可修改方向 

【柱體與錐體的特性及命名】 

這部分主要透過柱體觀察兩底面互相平行，及側面

和底面互相垂直。 

1. 可以透過問題「有哪些面互相平行、垂直？」，

進而歸納兩底面互相平行，及側面和底面互相垂

直的概念。 

2. 這部分亦可用問題引導邊與邊之間的關係。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【柱體與錐體的透視圖和展開圖】 

這部分使用頂點珠和造型棒製作角柱與角錐的骨

架。 

這個活動或許更適合用在角柱與角錐的組成要素及

關係，因為更能清楚看見頂點、邊、面的個數。 
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表四：△△版柱體與錐體概念的教材分析（續） 

△△版課本內容 可修改方向 

【柱體與錐體的透視圖和展開圖】 

這部分其中一個活動是拿出附件展開圖，猜猜看 

能做成哪些形體。 

這部分因為附件的展開圖都有方便學生組裝教具的

黏貼處，容易造成學生認知的混淆。可以先將附件

製作成立體形體後，再用剪刀沿着邊剪開，從中能

得到更精確的展開圖。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【角柱與角錐的組成要素及關係】 

這部分的課程編排，是先教柱體與錐體的透視圖和

展開圖，再進入組成要素及關係。 

1. 可帶入用頂點珠和造型棒製作角柱與角錐的骨

架，更能清楚看到角柱與角錐的頂點及邊的關

係。 

2. 若能在學生明白角柱與角錐的組成要素及關係

後，再教透視圖和展開圖，一方面在展開圖時，

能執行教具的使用；另一方面在教學上，學生已

有面個數的概念，更能夠銜接。 

 

 

 

 

 

 

 

註：本表左欄中的圖文內容取自康軒文教事業股份有限公司國小六年級數學教科書，蒙該公司授權轉載。 

教材分析與軌道安排 

課程內容設計方式 

課程內容以教育部 2008 年九年一貫正式課程綱要六年級數學科柱體與錐體概念

為主，參考國小現行數學科課本教材及教學指引，自行設計教學內容，並將該節課裏

欲教授給學生的數學概念轉成學習單，以討論式教學為主，激發學生的思考，逐步 

建構數學知識與概念。 
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課程內容設計 

作者針對○○版及△△版教材進行分析後，利用學習軌道設計柱體與錐體的課程

內容，包含學習目標、教學任務，並臆測學生可能的反應（見表五）。 

 

表五：課程設計的目標、說明及臆測學生可能的反應 

學習軌道 目標 任務說明 臆測學生可能的反應 

軌道活動一 

柱體與錐體形

體辨別 

1. 能辨別柱體與

錐體，並指出其

差異及特徵。 

1.1 能依照形體將圖

形對應編號貼上

標籤。 

 

  1.2 能將形體進行有

邏輯性的分類，

並說明理由，以

及其特徵 和差

異。 

1.2.1 學生可能的回答： 

˙ 柱體與錐體二分法：分成一類

像柱子一樣直直的，另一類是

上面尖尖的。 

˙ 側面是長方形、三角形及其他

三分法：側面是長方形的一類，

側面是三角形的一類，剩下的

是沒被分到，總共三類。 

˙ 角柱、角錐、圓柱、圓錐四分法：

側面是長方形的一類，側面是

三角形的一類，還有圓柱的一

類和圓錐的一類，總共四類。 

軌道活動二 

柱體與錐體的

特性及命名 

 

1. 能依照柱體與

錐體的性質命

名。 

1.1 能依照底面圖形

命名。 

1.1.1 學生可能的回答： 

˙ 以邊命名：三邊柱、四邊柱、五

邊柱、六邊柱、圓柱、三邊錐、

四邊錐、五邊錐、六邊錐、圓錐。 

˙ 以面命名：五面柱、六面柱、七

面柱、八面柱、三面柱、四面錐、

五面錐、六面錐、七面錐、二面

錐。 

˙ 以角命名：三角柱、四角柱、五

角柱、六角柱、圓柱、三角錐、

四角錐、五角錐、六角錐、圓錐。 

 2. 能觀察柱體與

錐體的差異。 

2.1 能比較柱體與錐

體特性的差異。 

 

軌道活動三 

柱體與錐體構

成要素 

1. 能依照形體算

出其頂點、邊、

面的個數。 

1.1 能說出角柱與角

錐的構成要素。 
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表五：課程設計的目標、說明及臆測學生可能的反應（續） 

學習軌道 目標 任務說明 臆測學生可能的反應 

 2. 能根據觀察，說

出頂點、邊、面

與形體間的關

係。 

2.1 透過觀察能說出

角柱底面互相平

行且全等，底面

和側面互 相垂

直，角柱側面為

長方形。 

2.2 完成柱體構成要

素頂點、邊、面的

表格。 

 

  2.3 能觀察並說出角

柱側面個數、邊

的個數、頂點個

數和底面邊數的

關係。 

2.3.1 學生可能的回答： 

˙ 觀察表格法：面的個數是底面

邊數加二；邊的個數是底面邊

數的三倍；頂點個數是底面邊

數的兩倍。 

˙ 實際觀察法：面的各數是底面

邊數（側面）加上兩個底面；邊

的個數是底面邊數的三倍（兩

底面加上側面）；頂點個數是底

面邊數的兩倍（上下底面）。 

  2.4 透過觀察發現角

錐有一個底面，

底面和側面不互

相垂直，角柱側

面為三角形。 

2.5 能完成錐體構成

要素頂點、邊、面

的表格。 

 

  2.6 能觀察並說出角

錐側面個數、邊

的個數、頂點個

數和底面邊數的

關係。 

2.6.1 學生可能的回答： 

˙ 觀察表格法：面的個數是底面

邊數加一；邊的個數是底面邊

數的兩倍；頂點個數是底面邊

數加一。 

˙ 實際觀察法：面的個數是底面

邊數（側面）加上一個底面；邊

的個數是底面邊數的二倍（一

底面加上側面）；頂點個數是底

面邊數加一。 
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表五：課程設計的目標、說明及臆測學生可能的反應（再續） 

學習軌道 目標 任務說明 臆測學生可能的反應 

軌道活動四 

柱體與錐體展

開圖和透視圖 

 

1. 能運用教具製

作柱體與錐體

的骨架圖。 

1.1 能說出立體形體

的構成要素，利

用頂點、造型棒

製作立體形體的

骨架圖。 

 

 2. 能透過附件拆

解、組合，指出

相對應形體的

展開圖。 

2.1 能透過拆 解附

件，畫出圓柱的

展開圖。 

2.1.1 學生可能的回答： 

˙ 同側展開法： 

 

 

 

 

˙ 雙側展開法： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3. 能對照柱體與

錐體的透視圖

和展開圖。 

3.1 能進行二維透視

圖與立體形體的

對照。 

3.2 能透過附 件對

照，指出角柱與

角錐的展開圖，

並能和同儕分享

討論。 

 

學生特質說明 

共有 24 名（男生和女生各 12 位）學生參與本教學研究。活動以 2 至 3 人一組 

互相討論，個別完成學習單，並派代表發表做法或想法；分組方式盡量以異質分組。

分析的樣本依認知能力和數學成績表現分為低、中、高，從低分組和高分組中各挑選
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出一位學生（A 和 B）為研究對象。低分組 A 生的數學學習和理解能力不佳，上學期

末數學評量成績在班級中為後 30% 的學生；高分組 B 生則是數學學習和理解能力 

優良，且數學評量成績在班級中屬於前 30% 的學生。透過對這兩位學生在小組互動及

班級討論過程的觀察、小組合作學習、學習單練習、課後訪談等資料，以作本研究 

分析探討的依據。 

資料蒐集與分析 

為詳實記錄教學活動中學生的作答情形、學習狀況和師生互動情形，採取「教學

觀察與攝影記錄」的方式，為教師事後回顧教學內容時，可有真實的資料參考，並 

注意學生的回答和反應，以驗證課程設計的內容是否符合學生的學習軌道及預期的 

教學目標。分析項目如下： 

1. 學生課程學習單的作答情形─透過行間巡視記錄及學習單的練習，分析學生 

作答的概念類型和解題技巧。在教學活動的過程中，搭配學習單設計的問題， 

要求學生記錄自己的解題過程，並在課堂中完成，以作研究資料分析之用。 

2. 資料處理方式─藉由觀察學生作答時的數學概念，從中分析其錯誤類型及相關

迷思概念。學生作答錯誤類型有四：（i）分類概念錯誤，例如尚未建立完整分類

形體的概念；（ii）形體概念錯誤，例如未有判別形體特性的能力；（iii）構成 

要素推論錯誤，例如無法找出構成要素頂點、邊、面的個數與底面圖形的關係；

（iv）空間概念錯誤，例如尚未建立三維形體轉換成二維平面的概念。 

3. 師生之間的課堂對話─將攝影記錄轉譯成文字稿，摘錄課堂中師生重要問答，

以及釐清學生迷思概念的相關問答和討論，以英文字母「t」代表教師、「s」代表

學生進行編碼。 

4. 教師的自我省思─教師在每堂課程結束後填寫教學省思日誌，將課堂上與學生

互動的情形、學生的學習情況確實記錄，並檢視教學內容是否達到本堂的教學目

標。透過填寫省思日誌，亦能自行檢視教學過程作適當調整，並修正最初「學習

軌道」的課程設計。 

研究結果與討論 

為觀察學生教學前、後的差異，設計柱體與錐體概念測驗試卷並於教學前、後 

進行團體施測，針對學生前、後測成績進行比較分析，結果如表六所示。 
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表六：柱體與錐體概念之教學前、後測表現的描述性統計及 t檢定 

變項 
教學前測 教學後測 

t p 
95% 信賴區間 

M SD M SD 下限 上限 

成績 67.63 16.76 95.33 3.10 7.815*** .000 20.374 35.043 

***p < .001 

 

由表六得知參與教學實驗的 24 位學生在教學前測的平均分數為 67.63，標準差為

16.76；教學後測的平均分數為 95.33，標準差為 3.10。從平均數來看，柱體與錐體概念

的教學後測成績表現明顯高於教學前測成績，且學生彼此差異縮小。就整體考驗而言，

t 值達顯著水準（p < .001），顯示柱體與錐體概念的教學後測成績與教學前測成績有

顯著差異，表示學生經教學後，柱體與錐體概念能力有所提升。茲從 A、B 兩位學生

於教學互動、作業表現的資料中摘錄重點加以說明。 

A 學生的學習表現 

形體定義概念 

形體概念在這單元是建立的基礎，從分類概念過渡到形體的命名及特性，才能有

之後的構成要素概念及解題應用概念，這部分學生很難在第一時間有周全的思考。 

教師先透過小組討論，再進行全班集思廣益，以達到建立柱體與錐體命名及特性的 

概念：先透過學生觀察，再由教師引導教學，建立學生對立體形體的命名及基本概念。

A 生課堂師生對話及學習單的表現如圖三。 

t： 你看看這些側面，有發現甚麼嗎？ 

sA： 喔，側面都是三角形。 

t： 對呀，很棒！你有觀察到了，接下來再找找看還有甚麼吧！ 

sA： ［後來寫了最上方有一個頂點］ 

 ［在全班討論後，sA 最後補上一個頂面，但在黑板上寫的是一個底面］ 

圖三：sA 作答表現-1 
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形體定義概念主要包含形體的命名、柱體與錐體的基本定義，以及基本要素的 

認識，這些都是在學習這單元中的重要基礎。尤其在開始學習命名時，學生容易因 

擺放位置而被混淆，這是三維形體對二維平面的概念錯誤。以下是 A 生作業作答情形

（見圖四），訪談中了解到其思考及解決學習迷思的歷程。 

圖四：sA 作答表現-2 

 

 

 

 

 

 

 

 

t： ［桌上擺上教具錐體］你可以先幫老師找出最像第三個圖的形體嗎？ 

sA： ［比了拿了三角錐後又拿起四角錐，指着四角錐］是這個。 

t： 你怎麼知道是這個？ 

sA： 因為它躺着放就跟這個一樣。 

t： 你可以告訴老師，今天上課學過，角錐是以誰來命名。 

sA： 底面。 

t： 很好，那角錐的底面有幾個。 

sA： 一個。 

t： 第三個圖形的底面在哪裏？ 

sA： ［指出四邊形的地方］ 

t： 沒錯，我們是從這邊才知道它是四角錐。那接下來我們來看第二個圖形。這是

柱體還是錐體。 

sA： 柱體。 

t： 為甚麼？ 

sA： 因為平平的，沒有尖尖的一頂點。 

t： 那老師問問你，角柱有幾個底面？ 

sA： 兩個。 

t： 那側面都是甚麼形狀？ 

sA： 長方形。 

t： 對，那你可以告訴我這裏兩個一樣的圖形是甚麼形？ 

sA： 三角形 
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t： 其他都是甚麼形？ 

sA： 長方形。 

t： 所以它是……？ 

sA： 三角柱。 

從訪談中發現 A 生在柱體與錐體的形體命名停留在一般形體的情況，對於翻轉後

的形體就容易被混淆。透過問答方式，先確認和建構學生的學習概念，再帶入題目，

使學生再次檢驗，能強化其建立的概念。 

構成要素概念 

課程中師生對話的互動歷程記錄如下： 

t： 剛剛已經把構成要素的表格寫出來，也告訴你們構成要素個數間的關係，請問

七角柱有幾個面？ 

s12： 9 個。 

t： 你怎麼知道？ 

s12： 因為旁邊有 7 個面，再加底面。 

t： 有幾條邊？ 

sA： 嗯［停了三秒鐘］，21。 

t： 你怎麼知道是 21 條邊？ 

sA： 因為有 3 層。 

t： 可以指出來哪 3 層嗎？ 

sA： ［指柱體上、中、下］。 

t： 嗯，很好，所以上、中、下共有 3 層，所以七乘以三等於 21 條邊。那七角柱有

幾個頂點呢？ 

s19： 14 個頂點。 

t： 哪裏看到 14 個頂點？ 

s19： 上和下。 

圖五是學生的學習單記錄，可見學生在構成要素的推論有誤，無法針對算式提示

填入正確答案。學生不懂算式的意思，亦沒有觀察到構成要素個數間的關係，無法 

正確填入運算符號及數字。透過師生課後訪談的內容，發現學習單內的算式填空， 

學生不太明白這題的意思，亦不懂為何自己會這樣填寫數字及運算符號。教師藉由 

引導過程，解決其錯誤概念，並利用問答方式，既可監控學生的學習情況，亦可理解

學生的思考歷程，透過訂正的方式，再次檢驗學生是否已經學會此概念。 
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圖五：sA 作答表現-3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t： 三角柱底面有幾條邊？ 

sA： 3 條。 

t： 嗯，沒錯。那三角柱有幾個面呢？ 

sA： 5 個。 

t： 現在來看這幾個底面邊數，和角柱面的個數有甚麼關係呢？ 

sA： ［沒回答］ 

t： 你想想看這數字之間有沒有關係？ 

sA： 面的個數都比底面邊數多 2。 

t： 沒錯！那如果反過來說，面的個數等於底面邊數怎麼樣？ 

sA： 加 2 嗎？［疑問］ 

t： 對呀！那接下來你想一下邊的個數跟底面邊數的關係呢？ 

sA： ［停頓三秒］是 3 倍吧？ 

t： 那你想想看，邊是不是上下底面，各兩組，還有側面，所以是 3 倍。 

sA： 喔！懂了！ 

t： 那你想一下，頂點的個數跟底面邊數呢？ 

sA： 2 倍。 
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透過訪談除了可知道 A 生的學習狀況，亦能使其專注於學習上，解決注意力不 

集中的問題，並能給予即時回饋，令教師知道是否及時改變教學方法和內容。最後要

學生藉由形體算出其頂點、邊、面的個數，並根據觀察說出頂點、邊、面的個數與形體

間的關係，順利使學生達成課程的學習目標。 

B 學生的學習表現 

形體定義概念 

從形體分類概念令學生學會分類柱體與錐體，希望能從中分析角柱、角錐、圓柱、

圓錐的特性。學生學習歷程及學習狀況如下：圖六中第一至三點是研究對象在教師 

教學之前，和同組同學進行討論的結果，記錄在學習單上；第四及五點是經由教師 

進行全班教學時，B 生所補寫的內容。 

圖六：sB 作答表現-1 

 

 

 

 

 

 

 

B 生一開始認為角柱的側面都是四邊形。以下為課程的教學記錄，經由教師引導，

先撇除正方體，其他角柱側面為長方形，再至正方體側面的正方形可歸類為長方形的

一種，這三個步驟的學習，正是教師引導和學生學習的重要歷程。 

t： 誰可以跟我講角柱有甚麼特性？ 

s10： 上下底面平行 

t： 嗯，很好。還有嗎？ 

s16： 底面最少有三個頂點 

t： 沒錯，底面是三角形、四角形、五邊形、六邊形，所以底面有三個頂點或以上。 

s13： 有兩個底面，而且長得一樣。 

t： 嗯，那跟剛剛 s10 說得結合，有兩個底面相等且平行，對嗎？ 

s 全班：對。 

s20： 角柱的底面和側面垂直。 

t： 還有甚麼呢？ 
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sB： 側面都是四邊形。 

t： 那你們覺得正方體的側面是正方形，可以跟剛剛其他形體的側面是長方形做甚

麼連結嗎？ 

sB： 我知道，正方形是長方形的一種，所以可以說，角柱的側面都是長方形。 

柱體與錐體展開圖和透視圖 

學生有分類概念、形體定義及構成要素概念後，接着透過這些學習過的概念進行

解題應用，亦即是判斷形體透視圖和展開圖。學生的學習歷程及學習狀況如下： 

t： 請問圓柱體拆開之後會有甚麼形狀？ 

s18： 圓形。 

t： 圓形在哪裏。 

sB： 圓柱的底面。 

t： 那圓柱的側面是甚麼形狀？ 

s07： 圓形。 

t： 有同學有不同的想法嗎？ 

s13： 長方形。 

t： 那我們來看看這裏。上下底面是圓形，那這個側面拆開是甚麼形？ 

s 全班：長方形。 

t： 沒錯！那老師問你們，這長方形的寬是甚麼？ 

sB、s10、s13、s24：柱高。 

t： 那長方形的長是甚麼？ 

sB： 圓柱的周長。 

t： sB 說的很棒喔！沒錯，圓柱的側面是一個長方形，長方形的長是圓柱的底面周

長，寬是柱高。 

從教學對話中可知，sB 一開始是不知道圓柱側面的形狀為何，透過教師演示教具

給予學生學習的鷹架，過渡到了解圓柱的側面是長方形；接着到長方形的長和寬代表

圓柱的哪些部分，這部分有前面的引導為開端，更能建立學生「長為圓柱底面周長，

寬是柱高」的概念。學生在立體形體對應展開圖的迷思概念，透過教師口頭引導及 

教具輔助，協助學生解決這一類型的迷思。圖七是學生學習過後，透過學習單再次 

檢驗學生是否學會此概念。 

在形體名稱、透視圖對照和展開圖對應的過程，是先展示角柱和角錐的展開圖，

要求學生臆測，再統整判斷策略，接着要學生進行練習。以下是學生的學習狀況及 

思考歷程： 
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圖七：sB 作答表現-2 

 

 

 

 

 

 

t： 你怎麼知道他是三角柱。 

s21： 因為有兩個底面。 

t： 哪裏是它的底面？ 

sB： 兩個三角形。 

t： 有三角形，那你們怎麼知道他是三角柱，而不是三角錐呢？ 

sB： 因為柱體有兩個底面。 

t： 喔～除了這個，還有別的同學有不同的想法嗎？ 

s01： 有長方形。 

t： s01，三角柱哪邊是長方形？ 

sB、s01：側面。 

t： 透過兩個底面的形狀和側面形狀，來判斷這個展開圖是三角柱的！ 

由此發現，學生在判斷展開圖的過程有自己的想法，教師扮演協助學生整理判斷

的流程，但不硬性規定學生都要照着這個判斷標準，因為有很多種判斷的方式，只要

令學生可以自行進行正確判斷即可。 

教師省思 

教與學之間有着緊密的連結，既是師生互動的過程，亦是知識傳遞的重要歷程。

作者透過每堂課的課後省思，歸納整理出需要修正、調整的部分，並即時在下一節課

中進行修正後的教學，以應學生學習情況並提升學生的學習成效，這亦是學習軌道理

論中最重要、最值得保留的部分。在教學過程中，課程設計從一開始着重柱體表面積，

到後來配合學校版本改成柱體與錐體的概念教學，因為重點不同，在學習單的編輯上

亦有大幅修正。每堂課教學後，除一方面省思、檢討這一堂的教學內容，還不斷思考

下堂課如何更好，學習單的編排往往總在最後一刻還在修改，目的是希望能帶來最好

的教學，清楚且有條理地將單元的概念完整呈現給學生，令學生能夠對立體形體有 

清晰的思維。 
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在教學內容部分，能夠與教科書內容相呼應，將教科書作輔助教材，要求學生在

課堂練習，以達到概念的精熟。在班級經營上，是需要累積更多經驗，才能抓住學生

的目光，課程才能發揮得淋漓盡致。在「分類概念」的課程中，學生對於實體教具感到

好奇，容易分心；在學習單的列印上，須調整顏色比例，若能以透視圖方式呈現，學生

將更容易判斷。在各組分享分類方式的過程中，有些學生已在安親班或補習班學過這

單元，故會主導整組的思維方式，容易使學生的思考僵化。 

活動二「形體定義概念」的教學中，應給予學生更多發表機會，需有充分時間 

進行統整，以利學生熟悉形體概念。因為教學時間不足，使得上課壓力大，語速因而

增快許多，同時亦導致學生學習的負擔過大，整體教與學的效果都不盡理想，須待 

下一節課再次複習和釐清概念。 

「構成要素概念」是柱體與錐體概念學習的第三項活動，原本希望節省時間， 

透過一人觀察一種形體，整組共同進行統整和討論。但結果發現，時間雖然縮短，但

學生對底面邊數和形體面、邊及頂點個數都無法連結，且在搭建這三行算式的鷹架時，

無法做有效的連結。故此在下節課便把表格放大，張貼於黑板上，每位學生都自行 

點數構成要素的個數，教師整理至黑板表格中，由學生檢驗，再透過算式的引導發現

個數之間的關係，達到本堂課的教學目標。 

第四項活動是「柱體與錐體展開圖和透視圖」。透視圖部分的教學，原本想運用

黏土和吸管當作骨架棒和頂點珠，但擔心黏土過重，學生製作上易生困難，後來改以

現成教具；又因教具使用上有所限制，故花費了許多時間在組合立體形體。展開圖的

教學原本以為學生對這部分的學習較為困難，但他們對此已有一定了解。在判斷展開

圖的策略教學，過程過於制式化，應讓學生討論，共同研擬出判斷展開圖的策略。 

從以上可見，這四個子概念於柱體與錐體這個單元中皆是不可或缺的部分，彼此

有着些許重疊和包含之處。在學習軌道的設計，作者認為毋須更改活動之間的順序，

因教學概念的銜接十分順暢。但作者發現需要增加概念教學的時間，才能有充裕時間

展現優質的教學內容，將概念清楚且有系統地教給學生，因此將「柱體與錐體特性及

命名」和「柱體與錐體構成要素」兩項活動各增加 1 節課變成 2 節課，由原先設定的

4 節課擴充成 6 節課，以提供學生充分時間學習。圖八為修正後學習軌道融入國小柱

體與錐體概念教學的情形。 

「教」與「學」皆需要充足時間，欲速則不達，學生需要經驗的體會，才能真正 

學到知識。透過每一次課程結束後的省思，能更看清哪些是自己的優點，哪些是教學

上須修正的部分。教學亦是如此，透過學習軌道教學實驗不斷嘗試，省思再嘗試， 

在這循環的過程增加自己的經驗；透過與他人分享，提升教學的能力。願在教育這 

條路上，盡心盡力為學生付出，創造高品質的教學內容和環境，給學生優質的學習 

過程。 
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圖八：修正後學習軌道融入國小柱體與錐體概念教學 
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Action Research on the Application of Learning Trajectory Theory  
to the Concept Teaching of Cylinders and Cones 

Chia-Huang CHEN 

 
Abstract 

This study focused on two sets of primary mathematics textbooks in Taiwan, analyzing the 
unit contents about cylinders and cones. It used learning trajectories to design curriculum and 
arrange teaching activities for teaching experiments, examining the learning performances of two 
students at different levels of learning. The study aimed to understand the problem-solving 
strategies of the students and their myths, if any, in the learning process through the reflective 
diary of the teacher, for improving teaching effectiveness as well as helping students build a 
complete and systematic conception of cylinders and cones. Students are expected to have complete 
thinking in solving such problems, and have the ability to correctly solve mathematical problems. 

Keywords: learning trajectories; cylinders and cones; textbook; curriculum 
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